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1.- INTRODUCCI(')N:

El agua, un recurso natural en el que las condiciones climaticas determinan su
grado de escasez, tiene una problemitica asociada a sus utilidades. Cumplido el objetivo
prioritario del abastecimiento humano, su utilizacion tiene que ‘tender a garantizar un’
equilibrio entre sus usos para fines productivos dentro de todos los sectores y los
requerimientos medio ambientales, como sostenimiento y mejora de ecosistemas o
actividades recreativas, englobando 10s denominados usos sociales del agua. Dentro de

- las finalidades productivas se encuentra su utilizacion en regadios, situados normalmente
en zonas donde el recurso tiene un cierto grado de escasez y que réquieren grandes
consumos de agua, por ello, la demanda de nuevas superficies de regadio deber de esfar
condicionada a la disponibilidad de recursos para ese fin con objeto de garantizar la
imprescindible sostenibilidad. Supuesto el cumplimiento de a finalidad bésica y medio
ambiental, recogidos en los objetivos del Plan Nacional de Saneamiento y Depuracion de
Aguas Residuales, un problema asociado al agua destinado a regadios es su reparto en el
espacio y en el tiempo. - ’ :

En este trabajo se analiza la distribucion de agua en .el. tiempo - entre dos
comunidades de regantes que se abastecen de un mismo embalse. Se supone que el
intervalo de tiempo durante el que se pretende realizar el riego es idéntico para ambas

- comunidades, tienen los mismos costes para la utilizacion del agua en sus regadios y unas
previsiones instanténeas de riego idénticas, siendo por tanto, su objetivo durante la época
" de riego, minimizar las desviaciones de riego instantaneas respecto al objetivo propuesto.
Mna desviacién por exceso o por defecto de ese objetivo, para cualquiera de las
.comunidades, proporcionaria la misma utilidad, de ahi que al 7forma1izar el proceso, se
considere una funcion objetivo cuadratica. Los consumos.para ambas comunidades seran
no negativos, pero no podran superar cada una de ellas a una proporcion del agua que
instantineamente tenga el embalse. La proporcién vendra determinada - por la
Administracion, obedeciendo a razones ambientales, teniendo en cuenta las exigencias
para fa proteccion y conservacion del recurso y su entorno, como recoge la Ley 29/1985
de Aguas en la seccion primera del capitulo III. Se supondra, ademas que el caudal del
que se abastecen las dos comunidades varia instanténeament_e, por la diferencia entre
aportaciones y salidas de corrientes naturales y por los consuinos de ambas comunidades.
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El problema de la distribucion del agua con los supuestos anterlores puede
plantearse como un juego donde cada comumdad representara a un jugador. El j Juego de
horizonte finito que coincide con el periodo en “el que se pretende regar, es de suma no
nula ya que lo que un jugador gana el otro no lo pierde, ademas, puede plantearse en
tiempo continuo, pues el stock ‘de agua en el embalse puede determinarse de forma
instantanea conociendo el caudal y los consumos. Planteado el j Juego diferencial, pueden
encontrarse distintas soluciones de equilibrio cooperativas o no cooperativas. Este

' trabajo analiza una solucion cooperativa al problema de la distribucion del agua entre las
dos comunidades, que solicitando concesion son igualmente preferidas - por la
Administracién o bien, una de ellas, tiene preferencia en la utilizacion del agua por
proporcionar una mayor utilidad general o ser poseedora de técnicas que redundan en un
menor consumo de! recurso. La primera situacion, puede interpretarse en teoria de
juegos cooperativos como que ambas comunidades tienen el mismo poder en el proceso
de negociacion, mientras que la segunda situacion, con51derar1a la posibilidad de que ese
poder fuese diferente.

El trabajo, que como el de Kaitala V., Haméldinen R. y Ruusunen J. (pag. 593), -
formaliza el problema de la distribucién de un recurso desde el punto de wvista de su-
dlspomblhdad sin considerar el coste asocwdo a su utilizacion, se ha dividido en cuatro
secciones. La segunda se ocupa de la formulacion y planteamiento del modelo. Las dos

- siguientes determinan la distribucion optima cuando el proceso de negociacion no.es
igualitario y cuando ambas comunidades tienen el mismo poder en el proceso de
negociaciéon. Las distribuciones optlmas del recurso dependerén de los parametros del
modelo, del stock de agua en el momento inicial y del tiempo durante el que se pretende
realizar el riego. El trabajo finaliza con un anélisis de los resultados.

2.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

De acuerdo con lo expuesto en la seccion anterior, designando por #-la cantidad
de agua que instantaneamente pretenden obtener cada una de las dos comunidades y por
u,(t), i =1,2, lo que obtienen en cada momento, el objetivo de cada comumdad durante
el horlzonte de plamﬁcac1on puede expresarse

min J,({)== I [u (-uldt,

w (1)

donde las cantidades dispuestas u,(f) seran no negativas y téndrén como limite el
impuesto por la Administracion, de forma que si x(?) es el stock de agua disponible en
el momento ¢, cada comunidad podra consumir 2 lo sumo en cada momento ax(¢) con
2a <(0,1). El stock de agua variara segun la ecuacion:

x(t) =g-u (t)’-uz(t)’ . (1)

donde g es el resultado-de los flujos instantaneos de entradas y'salidas naturales en el

embalse, que se supone positivo y. constante, por razones operativas, durante el periodo
" de planificacion.
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Si las dos comunidades de regantes pretenden una solucion negociada al
. problema de la distribucién del agua, ambas podrian actuar como una Unica comunidad,
resolviendo ‘el problema para.un Gnico agente incluyendo la posibilidad de, que una de
ellas tenga mayor poder en el proceso de neg001ac1on La solucion optima se encontrara
resolviendo el problema: ‘

| R - ; -'_zw‘k‘ .
Wi = [l -aT +0-)fu, (0 -7] ar, @)
donde los consumos. ihs’tantérieos dében satisfacer las restricciones anteriormente
consideradas O <, (1) < x(f), i =1,2, y el stock de agua verificar4 la ecuacion (1). El
parametro A € (0, 1) de la expresion (2) recoge el poder en el proceso de negociaciéon de

una comunidad sobre la otra, en particular, ambas comunidades seguxran un proceso de
distribucion igualitario si A =1/2, . , -

. Para resolver el problema planteado se utilizan las‘cbndicxones necesarias del
principio del maximo (Seierstad Ay Sydsaeter K. pag 275) que llevan a consxderar un
nuevo problema no lineal estatico:

——[/%[u (t)—u] +(1 i)[uz(t) u] ]+y/(r)[g ul u]

) {u,(r) uz(z»

que permitird encontrar los consumos posibles instantineos para ambas comunidades
durante el horizonte de planificacion. La variable de coestado w(f), asociada a la
variacién instantanea del stock de agua, satisface junto a la condicion terminal y(7) =0,
la ecuacion diferencial: ] 4 ~ . ) i

—-y()= a [a (t)+ B0,

donde o, (t)y B,(¢), no negativos, son los multlphcadores de Kuhn-Tucker asociados a
las restricciones, -no-de signo, de los controles u (1), uz(t) respectlvamente del
problema estatico rio lineal.

Las condlclones necesarias del. principio del méaximo para el problema propuesto,
son también suficientes (Seierstad A. y Sydsaeter K., pag. 287), por tanto, las
condiciones parda la admisibilidad de las d1str1buc1ones de las dos comunidades,
determinarap las de su optimalidad. La siguiente seccion analiza estas posibilidades,
centrandose el estudio en el plano de fase determinado por las variables de estado y -
coestado; por ello, de ahora en adelante se prescmde de la dépendencia exphclta de las
“variables respecto al tiempo.

3.- ESTRATEGIAS OPTIMAS. PREFERENCIA PARA UN JUGADOR.

~ Supongamos ‘que la comunidad denotada por uno tiene mayor poder en el
proceso de negociacion, entonces el parametro de ponderacion A, de la expresion (2),
superara a 1/2. En este caso, desde la resolucion del problema estatico no lineal se
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encuentran cinco posibilidades sobre la distribucion del agua que corresponden a
_ regiones especificas del plano (x,y) donde siempre la variable de coestado es no
creciente. En la grafica 1 se rrecwogen estas regiones. Los consumos asociados a ellas no
son nunca consumos nulos para ambas comunidades, pues esa posibilidad aunque es
factible, no es optima. El andlisis de la dindmica asociada a cada una de las cinco
regiones determinara el reparto 6ptimo que dependera de la amplitud del horizonte de
planificacion y de los valores qué alcancen los parametros que intervienen en el modelo.

Ve

y=(1-Au-ax)
Grafica 1

La region A, donde el reparto en cualquier momento, satlsface u, =i~ («// /A ),
u, = 0 viene definida por las desigualdades:

(-Ayw<sy<iu, Afla-ax]<y,

. En esta region, donde la comunidad dominante no alcanza su objetivo instantaneo y la
otra comunidad no consume, la variable de coestado permanece constante y como no
puede alcanzar el valor nulo (grafica 1), el reparto asociado, solo puede formar parte de
una trayectoria 6ptima al comienzo del horizonte temporal, si este tiene una determinada
amplitud y el stock de agua, que evoluciona siguiendo la ecuacion x = g-# +(y /1),
es decreciente. Esta Gltima condicion, junto'a las desigualdades que definen la region,
determinan que los consumos asociados a ella sélo son posibles, sn los parametros del
modelo satisfacen : :

24-1_
g, ©)]
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Supuesta la relacion anterior, si en el momento inicial se considera el punto (@ x,,¥,)

de A, el tlempo t* < T durante el que ambas comunidades pueden utilizar los consumos
de la region, satisface la ecuacion:

p =‘ A [ﬁ-axo]-c//o
aly, +i(g-m)]’

con ¥, </1[u 2] y constante. Entonces, en el intervalo {Ot ) el stock de agua
disminuye y la trayectoria que comenzd en (a xo,y/o) alcanza en el momento *la

region B del plano de fase, verificandose .= 1 [u —a x({ )] .

Como ¢én la region A, en la reéic’my C, la variable de coestado es constante, sin
embargo, al contrario de lo que ocurre en la region A, los repartos asociados a la region
C pueden mantenerse en todo el horizonte temporal si la variable de coestado toma en el
momento inicial' el valor nulo. Los consumos asociados a esta region son
u = —(y/2) para la comunidad dominante y u, =# —(y /(1~ 1)) para la otra
comunidad, por tanto, u, 2u, y la comunidad con menor poder obtiene a lo sumo la
misma cuantia de agua instantaneamente que la comunidad dominante. Sélo si la variable
de coestado es nula las dos comunidades alcanzaran en esta region, y sélo en ella unos
consumos de agua iguales a sus objetivos instantaneos.

La region C esta deﬁmda por las relacnones:
A-ax)y<y<(1-A)u,

y para determinar la optlmahdad de sus consumos se’ ‘analizan dos casos dependlendo de
si la variable de coestado es nula o no, en el momento inicial. Si una trayectoria comienza
y termina en la region C, tendremos que seleccionar y, = 0 y ademas, el stock de agua,
en el momento inicial, tiene que satisfacer la condicion de pertenecer a la region:
a x, > . El stock de agua que varia, en este caso, siguiendo la ecuacién X=g-2u
puede crecer, permanecer constante o decrecer con el paso del tiempo. No decrece si se
satisface g > 2 debido a que las aportaciones instantaneas al embalse superan o igualan-
a'la suma de los objetivos de las dos comunidades y decrece, si la desigualdad anterior es
la complementaria. Si el stock no decrece, la amplitud del horizonte no- jmporta
pudiéndose mantener la estrategia un tiempo suficientemente amplio; pero si el stock
decrece, €l podra alcanzar a lo sumo la frontera de la region, esto es, la cuantia # /o y
la amplitud del horizonte temporal tiene que ser menor que: -

x,~-(@la)
—"3—}—— @

u—g
Si se consndera en el momento inicial, el punto (a xo,ylo) de C con y  distinto

de cero, una trayectoria que comience en ¢l, para ser optima, solo puede mantenerse al X
inicio del horizonte temporal, si este tiene una amplitud adecuada y entonces, el stock de
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agua disminuye por tanto, hay analogos requer'imientos que si iniciamos una trayectoria
enla reglon A. Las diferencias con respecto a la region A, prov1enen al considerar la
ecuacion diferencial que satisface el stock de agua y la diferente posicion en el plano de

. fase de las dos regiones. En efecto, por un lado, el stock de agua en el momento inicial
tiene que pertenecer a la reglon luego tlene que satlsfacer ‘

241 .
- s
ax, > B C)

'

condicién que no es requerida en el anélisis de la regién A y ademas, la variable de
- coestado en el momento inicial debe ser seleccionada, de forma que verifique:

0 <y, <minfA (1- A)[27 - g, - A)a], (©)

relacion que se obtiene al considerar los limites de la region C y que el stock de agua que
satisface: \

v

| wi—Y
*=g- ”/1(13,)

. 1l '
es decreciente. Notemos que la co’ndiciér_l (6) exige 20 > g .

Supuestas las condiciones (5) y (6), una trayectorna que se inicia en (a xo,c//o)
alcanzara en € < T, determinado por la expresion: .

i

¥
1€ = ) A

= ” ,
| [g 2u+m}

obtenida integrando la ecuacion d1ferenc1al del stock de agua en este supuesto la region:
D del plano de fase.

Las regiones B, D y E tienen una dinamica semejante ya que todas ellas se
caracterizan por tener un estado de equilibrio que es un punto de silla. En las regiones B
y E las variedades inestables asociadas al punto de silla no dependen del parimetro de
ponderacién A, mientras en la region D esto no ocurre.

La region B, donde la distribucion de agua para las comunidades es

uy=axu,=0,con0<al x<i(l-1), corresponde ala reglon del plano (x,¥ )
determinada por el conjunto de desxgualdades

(-A)a<sy<ilu, y<i{@-ax),
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El sistema dmamlco que caracteriza esta region viene determmado por Ias
'ecuacwnes
e
tzg-ax: ;
v'/=—a[/1(17—ax)—v/],

y admite, una solucion, estado de equilibrio(x®,y”), que pertenece a la recta
W= /l[u a x] de .la frontera de la region y satlsface las ‘expresiones -

=gy’ =A[7T-g]. El estado de equilibrio es un punto de silla, siendo sus
variedades estable L° e inestable £V asociadas, las rectas: A & x +2y =A[2@-g],
a x = g, respectivamente. :

Los consumos asociados a esta region no forman parte de trayectorias terminales
porque en ella, la variable de coestado nunca es nula, y una trayectoria 6ptima que pase
por la regién B evolucionara hacia la region D del plano de fase. La trayectoria puede -
iniciarse en la region B o bien, ha podido comenzar en la region A. Si (« X, y/O) esun
punto donde se inicia una trayectoria 6ptima situado sobre la region B, y por tanto, sus
coordenadas werifican el conjunto de desigualdades que delimita esta region, en un -
momento de tiempo, denotado por ¢%, alcanzara la frontera de la region y por tanto,
w (%)= (1- 1 )u. Integrando el 51stema dinamico, el punto 17, si existe, tiene que ser
solucion de la ecuacion g(z)=0 con

8= Afax, -] +[1-2)T-A@- Q]+ A @-0)- A @x, - vy

-at?

donde z =e™“" y tiene que satisfacer la condicién:

24 -1
0<tax, — +g< u, 7
[a'xo g]‘z &= PR | (M

que considera que el stock de agua en el momento ¢° ’ perteneéé a la regiéon B.

Para analizar la existencia de 1%, se estudia el comportamiento de la funcién -
g(z),’ suponiendo en primer lugar « X, #g.  Operando, se obtiene
g =(0-A)i-y,<0 y g0)=01/2)2 u-lg-Aax,-2y,) “positivb si
(x xo,l//o) de B, esta situado por debajo de la -variedad estable y, no posmvo si esta
sobre o por encima de la misma variedad. En el primer caso la existencia de 1® estd.
garantizada, y entonces, la relacion entre los parimetros serd- Ag<22A-1)u: Enla
segunda posibilidad .necesitamos que la funcion g(z) tenga un méximo positivo, que el
valor de la funcidn en él sea no negativo ¥ que al menos una de las dos raices de la
ecuacion g(z) = 0 verifique (7). Si las dos raices lo satisfacen, entonces seleccionaremos

¢l menor ¢”. Estas condiciones exigen, entre otras, que los parémetros verifiquen la -
relacion: gA <2(24 - 1) <2g4.
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En particular, si' x0 - g los parametros tienen que satlsfacer gA<(2ZA -V
(grafica 2) y la trayectoria Optima sera la variedad’ inestable del punto de silla, que
alcanzara la frontera de la regién E en el momento #° determinado por la expresion:

e—al B' :‘ VIO - ?
(1-2)ya+ig’

Si la trayectoria Optima comienza en la region A, luego la relacion (3) es
cierta, ¥, tuvo que ser seleccionado menor que A (W-g)=y”® luego, el punto
(ax(t*),v,) se encuentra situado por debajo de la variedad estable de la region B y
puede atravesarla. El tiempo que tarda-la trayectoria en recorrer B hasta alcanzar la
frontera, puede obtenerse resolviendo g(z) =0 con y, =1 (@ —a x(t*)); denotando
este tiempo por ¢? | tenemos:

p__1,¥ -(l—uu J(u/ —(1 A -’ - yo)?

3

a Py
-La duracmn de la trayectoria sera: 1*% =¢* +¢° y para su optimalidad, se requiere
1*? <T. ' f:.v v ‘
4
14

+

x? Q@A-17
' al

Rfoe | ]
[
R [=

Gréﬁca 2

Los consumos asociados a la region D son w, =a x, u, = —(y /(1-1))con
O<u, <ax<i#.LaregionD es determinada por las relaciones:

-Df-ax]<p<i[i-ax}, O0<y<-)F, .
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y sus consumos asociados determinan el sistema dinamico:

i=g-d+w/(1-A)-ax
Vv=ay-ali+a’ix,

que admite a la solucién (a x?w?)=((Q-4 )g+(2/1 -1, A(1- A )27 - g)) como
estacionaria, punto de silla. Los subespacnos estable E* ¢ inestable E v asomados ‘estan
determinados por las relaciones: : :

E =a(W1-4-(1-2) (x=x")+(y ~y")=0
EY = -a (W1~ +(1 A (x=x")+(y ~y") =0,

dependientes, ambos del parametro de ponderacion }.

Los repartos asociados a esta region no,son terminales' pero pueden formar parte
de trayectorias optimas que comiencen en la propia regién D, o bien-que comiencen en B
aunque a su vez pudieron iniciarse en A o por ultimo, pueden ser contmuac1on de
aquellas que seiniciaron en la region C.

Si (a x,,¥,) es un punto del plano de fase petteneciente a la region Dy una

trayectoria comienza en él, la evolucion subsiguiente sera hacia la region C o E, ya que la
variable de coestadd es decreciente. Si la trayectoria es optima, en un momento de

tiempo denotado por ¢” alcanzard la'recta y =(1- ﬂ)[u a x] de la region E.
Integrando el sistema dindmico el momento ¢° tiene que ser solucién de la ecuacion
F(@)=0conz=Expla1-2/(1-A)t°y o

@)= {——1+——~“;’1] 122+(1—ﬂ:>(u~1)(217¥g)z+[2)“151——————“1;’1}@,

donde:

1 by 124 0
CI—E[(V/Q-W )+m(wo—ﬂ(u—ajco)],

[('//0 w”)- J—~(Wo A~ axo):I

Para encontrar un valor de z, mayor que uno, solucién de f(2)=0se determina
fO) =, /(A=) +ax,~u>0. Ahora, el valor buscado existird si f (z) tiene un

méximo tal que el valor de la funcién en &l sea positivo o bien, si la funcion admite un
minimo mayor que la unidad y el valor de la funcion es no positivo. Para la primera
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~ condicion es necesario, aunque no es suficiente que C, sea negatlvo y para la segunda
COﬂdlClOl‘l y con las mismas caracteristicas C, positivo.

- La posicion de la variedad estable, asociada a la solucion estacionaria en el plano
de fase, resulta esencial para determinar cuando un punto de la region D evoluciona
haciaE. Si (a x,,¥,) de D esta situado debajo de la variedad estable, su evolucion sera
hacia E al estar la solucion estacionaria formando parte de la recta y= /1[‘17—(1' x],
(grafica 3). ‘

v

Grafica3

No toda trayectoria que verifique y, = (1-1)& puede evolucionar hacia D,
depende de la pendiente de la variedad estable, funcion de ‘A y ‘del valor de-los
parametros g 'y # que influyen también; en el valor de la solucién de equilibrio. Si

yo=Al#—ax,] o es alcanzada la region D desde C, entonces necesitaremos

ax” <ax, <# para garantizar la existencia de £°.
Por ultimo, en la region E, determinada por las inecuaciones:
S0y <=, 0<ax<wu, y< (- -ax}

la distribucion es positiva y proporcional al stock en cada momento. El estado de -
equilibrio (@ x”,y ") asociado al sistema dinamico:

X=g-2ax
y=-u-ax-2y],
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satisface las relaciones a x® =g/2, 2" =(7 - g/2)y por tantd, no pertenece a la
region E. La solucidon estacionaria, es un punto de silla satisfaciendo su variedad
inestable la ecuacion a x = g /2 y la variedad estable a x +4y =27 —(g/2).

Una trayectoria éptima que pase por E puede provenif de'la region D o puede
haberse iniciado- en ella misma, en todo caso sera terminal. Si (ax,,¥,), con
" ax,#g/2, es un punto de la reglon E donde se inicia una trayectoria optima, el

Marigq Dolores Soto Torres

-tiempo ¢ que tarda en alcanzar la varxable de coestado el valor nulo es una solucién de -

la ecuacion:
h(z) = (@x, - g12)z* -—2(E—g(i)z+2(ﬁ—g/2)f(?zx0 —gl2)-4y, =0,

donde z= e"z’“" Ademés en el momento z se tiene que satisfacer la relacion
- (g/2)-u<((g/2)-ax,)z<g/2 para garantizar, que el stock de agua se mantiene
en los limites de fa region E. Analizando la-funcidn h(z) se encuentra h(1) = -4y, <0 y

h(0)=-ax, -4y, —2u+g/2 positivo si el punto inicial estd por debajo de la

variedad estable de la solucién estacionaria y no positivo, si esta por encima o, sobre la

misma variedad. ‘En ‘¢l primer caso, existe un valor de z que satisface todas las -

condiciones si 4% > g . En el caso de que el punto inicial, este seleccionado por encima o

" sobre la variedad estable, la existencia de z estd condicionada a que la funcion
h(z)admita un maximo positivo y que en él, la funcién sea no negatxva estas
condiciones exigen, entre otras, que se verifique axo <uU<g. ‘

-Si (a X5, ¥,) es el punto donde se inicia una trayectoria Optima de E con

ax,=g/2, entonces g <2 para poder mantener la'trayectoria un tiempo no nulo y

ella coincidira con la variedad inestable del punto de equilibrio. El tlempo {* que tarda la~

trayectoria en alcanzar la condicion: termmal esto es la recta y = 0, viene determmado

por la expresion: .

%y,
a-(g/2)’

La condicion terminal no es satisfecha por todas las trayectonas que se inicien en
" 1la frontera de la regién sobre la recta y = (1- ﬂ.)[u ax ] depende de la posicion del

punto - (a@x,,¥,) respecto a la variedad estable; ‘en particular, si a la rectay

=(1- l)[u ax ] se ha llegado desde la reglon E evolucionando desde C, luego -

27 > g, entonces las componentes ‘de la variable de coestado en las correspondientes

situaciones de equilibrio satisfacen la relaciénn,// <y yla estrategia es Optima si-
(€ +1° £1% =T, donde 1* puede obtenerse resolviendo la ecuacion h(z) 0 con la:

. condicion v, =(1- l)[u ax).
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4.- DISTRIBUCION SIN PREFERENCIAS.

Esta seccion analiza los consumos de las dos comunidades si el parametro. de

93,

ponderacion A4 de la expresion (2) es 1/2. La resolucion del problema se simplifica con’

respecto al estudio de la seccion anterior al obtener, resolviendo el problema, -que los
consumos de las dos comunidades tienen que ser iguales. Ademas, como en la seccion
anterior, no es (’)ptimo que ambas comunidades no consuman. Entonces, sélo pueden
considerarse las regiones C y E semejantes a las de la seccion antenor (grafica 4),
temendo como frontera.comun la recta 2y +ax =# .

Nt

Grafica 4

‘La region C, donde los consumos son u, =u, =% — 2y ‘viene determinada’ por
las desigualdades: 4 : ; , f

T<2ytax, Oy <u/2,

La variable de coestado, puede ser nula y en ese caso, una trayectoria 6ptima, con -

ax, >, que comience en la region serd terminal. La amplitud del horizonte fempora],

no importa si g 22 -y el stock de agua no disminuye; si g<2u la amplitud del

horizonte no puede superar a la relacién (4) por los mismos motivos que en la seccidn
anterior fueron considerados. Si la variable de coestado es seleccionada en el momento
inicial distinta- de cero sobre la region C, la trayectoria Optima evolucionara hacia la
region E, entonces g <2u, pues el stock de -agua que satlsface X=g-2u +4y/0, tiene
que decrecer

La region E, determinada por las relaciones 2y +ax<#, 0<y<u/2,
O<ax<i,ydonde los consumos son proporciotales al stock en cada momento, tiene
asomado el sistema dlnamlco i

i=g-2ax
=—a[17—ax—2y/];
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igual al de la region E del andlisis anterior y admite por solucién estacionaria a
(ax®,y®)=(g/2,(u/2)-(g/4)) situado, ahora, sobre la frontera de la region. El :
estado de equilibrio, que es un punto de silla, tiene como variedad estable a la recta

(a+2)ax-g /2)+2y =u—g/2 einestable la recta @ x = g /2. Si una trayectoria
se inicia en(a x,,¥/,) de E, por debajo de la variedad estable del estado de equilibrio sera
terminal si g/2<%. Si la relacién entre los parametros es g/2>#, la trayectoria

puede iniciarse en cualquier punto de la region, su tendencxa hacna el equ111bno la llevara
a alcanzar larecta y =0.

4.- ANALISIS DE RESULTADOS.

La dlStrlbUCIOH de. agua para regadio entre las dos comumdades coricesionarias
que se abastecen de un mismo embalse es funcion de la duracion de los riegos, de las
aportaciones netas al embalse, de los objetivos que se pretenden con la concesion por
parte de ambas comunidades, de la cantidad de agua que tenga el embalse en el momento
inicial y dela negocnacmn entre las comunidades.

Suponiendo, en primer lugar, que la distribucion no se realiza en 1gualdad se han
determinado diferentes trayectorias optimas,; que pueden ser englobadas segln distintas -
relaciones entre g y u . .

- Cuando la relacion entre los parametros es g4 < (24— 1)#, la trayectoria optima
" puede comenzar en cualquier region de las que han sido consideradas, alcanzandose
siempre la region terminal E sila amplitud ‘del horizonte de planiﬁcaci()n supera a la
relacion (4). La eleccién de donde tiene que comenzar la trayectoria Optima depende de
la amplitud del horizonte temporal y del valor del stock en el momento inicial. El stock
de agua al final del horizonte temporal estara proximo a g/2, que coincide con el valor
del stock de agua de equilibrio de la region E. Durante la temporada de riego, ninguna de
las dos comunidades alcanzara un riego instantaneo que coincida con sus objetivos'y si el
comienzo de la trayectoria, se sit(a en la region A, la comunidad con menor poder ira
incrementando con el paso por las diferentes regiones su consumo; sin embargo, la
reglén con mayor poder, mantendr4 un consumo proporcional al stock de agua salvo al
inicio que seré algo inferior. Pero si ¢l horizonte temporal .es inferior a la expresion (4) y
el stock inicial puede situarse en la region C, ambas comunidades pueden mantener una
distribucion igual a sus objetivos instantaneos.” \

Si la relacion entre los parametros es gA = (21-1)#, la region A ya no 'puede
ser 1mc1al y las reglones B y D tienen asociadas la misma solucnén ‘de equilibrio
cony® =yP =(1- A)u Una trayectoria optima puede comenzar enla reglon B debajo
de la variedad estable, seguir o comenzar en D, donde toda la region esta debajo de la
variedad estable asociada a su situacion estacionaria y atravesar o comenzar en la region
E, en particular, puede evolucionar siguiendo la variedad inestable asociada, hasta
alcanzar la condicion terminal. Esta ultima regién también puede alcanzarse: desde Ia
region C. Asi, si el stock en el momento inicial satisfaceax, ># el inicio de la
trayectoria 6ptima sera la region C con , #.0 si la amplitud del horizonte es suficiente,

aunque también puede considerarse y, =0y de nuevo, la relacion (4) tendra .que
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satisfacerse. Terminar en la region C, supone que el stock de agua al final del riego, es
superior a si se tiene que terminar en la region E; la comparacion serd entre 7.y g/2. .
Salvo si la trayectoria comienza en la region C donde las dos comunidades obtendran .
consumos iguales a los pretendidos, en el resto de los casos sus CORsurmos seran
menores. Comenzar en la region B, supone un‘consumo nulo' durante el tiempo que se
tarde en atravesarla para la comunidad no dominante. ‘

Una trayectoria que comienza en B, dependiendo del valor del parametro 4, no
siempre puede atravesar la region D si la relacion entre los parametros es
(2A-Nuw <Ag <24 @, por la posicion que la variedad estable tiene en el plano de fase
en esta Ultima region. También, la posicion de la misma variedad en la regién E no -
permite que cualquier trayectoria que se inicie en D logre alcanzar el valor terminal. -Sin
embargo, existen trayectorias ptimas que comienzan. en la region C cony, #0 y
alcanzan la condicion terminal atravesando D y E. Puntos de la evolucion de esas
trayectorias pueden ser puntos de inicio en las regiones D y E. El stock de agua
disponible al final del horizonte temporal, estara proximo a la situacion de equilibrio del
stock de la region E. Otra vez, la condiciény , = 0 sobre la region C puede mantenerse
con los mismos requerimientos. ‘ g -

Si 2g=1u, tenemos ax*=u y la variedad estable asociada al -estado de
equilibrio ‘de E, no permite que ninguna trayectoria que comience en un punto situada

~ sobre o encima de ella alcance la condicién final. Entonces, sélo hay dos trayectorias. con

diferente comportamiento cualitativo dependiendo del valor del stock de agua en el
momento inicial. 8i ax, <%, la trayectoria dptima seguird una curva integral de la
region E por debajo de su variedad estable y el valor del stock tendera al de equilibrio de
esa region. Si ax, >#, la trayectoria comenzara en E manteniéndose en la situacion -
estacionaria 0 en C, cony, = 0. En ambos casos, el stock de agua siempre mantendra el
mismo valor durante el horizonte temporal cuya amplitud no’ importa y ambas .
comunidades, podrin mantener un consumo de agua igual a su objetivo instantaneo. .

Por dltimo, si 2g > #, la trayectoria 6ptima comienza en la regiéon C oenla

-region A, dependiendo del valor del stock de agua en el momento inicial. Si esen C, ¢l

stock de agua crece con el paso del tiempo y los consumos de las comunidades son
iguales -a los objetivos propuestos. Si el inicio de la trayectoria es en la region A, por
encima, sobre o debajo de la variedad estable de su estado de equilibrio, el stock de agua
crece, pero al final del horizonte el stock de agua disponible serd como mucho i, los
consumos serdn proporcionales al stock de agua en cada momento para las dos
comunidades, inferiores a sus objetivos. o

Los resultados se simplifican si ambas comunidades se reparten el agua sin ning(n -
poder de una sobre otra. Asi, si la relacion entre los parametros es gl2>w, la
trayectoria Optima puede mantener un reparto idéntico -al objetivo instantaneo si
ax,>1% y el horizonte T satisface la condicién (4). Si alguna o las dos de las
condiciones anteriores no se verifica, entonces, la trayectoria. puede comenzar en la
region C con consumos inferiores al objetivo propuesto para acabar en la region E,
donde los repartos son proporcionales al stock en cada momento. La region E puede
también ser seleccionada, en funcion de la amplitud del horizonte como inicio yfindela
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trayectoria Optima. En pamcular en este caso puede ser seleccionada 1a variedad
mestable del punto de silla:

~ Si la relacion entre los pardmetros es g/2 =1#, dependiendo de la posicion del
- stock en el momento inicial, se puede seleccionar consumos idénticos a los objétivos o
proporcionales al stock. En el primer caso, la trayectoria optima comienza en un punto
de la region C del que no se mueve y en el segmdo caso, la trayectorla segwra una curva.
integral situada por debajo de la variedad inestable.

El stock de agua en el momento inicial, es otra vez el responsable de la estrategia -
optima a seguir si. g/2>%. ‘No pudiéndose pasar de la region C a la E, una trayectoria

optima que empieza en una region terminara en ella. Si se comienza en C, el stock de
agua crece con el paso del tiempo y aunque esto también ocurre, si se empleza en la
reglon E en esta, la duracion de la estrategia es limitada.
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