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En un estado autonémico oomo Espaﬂa, s una cuestién importante el estudio del crecimiento econémico de las
comunidades que conforman la fi: no pretend hacer un estudio exahustivo de los facwres
mmneosmganlsqmmdenmhmmmmpnﬁoh.mslqmm d ideracion Ia totalidad de las

p que el prod; i segeneraporla, rtacio dempnalu-- pondi a solo dos gi
odos idades auté de ticas muy distintas en cuanto a diversas i como poblaci blacién activa,
nivel de industralizacion... Estos hechos dlfermcmles deberian ser iguados al iderar la participacié dc ambas
en el producto total. . '

B

1.- INTRODUCCION.

Considerando tinicamente la aportacion regional al producto total de una economia,
plantearnos en este trabajo un juego diferencial bipersonal de suma no nula entre dos regiones I
y II por el que ambas pretenden maximizar su consumo global

. La publicacion en 1.973 del modelo de K. Lancaster sobre la Inef fciencia-del Capitalismo
constituye la primera referencia en la aplicacion de los juegos diferenciales al problema del
crecimiento econdmico. Muchos han sido los autores que han intentado contrastar la tesis de
Lancaster trabajando bajo distinyas hipotesis: Pohjola, M. (1985), Gradus, R. (1988), Seierstad,
A. (1992).... El modelo planteado en este trabajo- concreta las modificaciones propuestas. por
Kaitala, V. y Pohjola, M. (1990) &l modelo de Lancaster. Estas modificaciones s¢ centran
fundamentalmente en una cuestion: El hecho de admitir la existencia de una forma de
- redistribucién de la renta, que en el citado trabajo controlan los trabajadores. En nuestro trabajo
suponemos que la region II tiene capacidad para detraer (via administracion central) parte de la-
remuneracion correspondiente a la region I a través de una variable de redistribucion controlada
.por dicha comunidad. De esta manera, la retribucion de la region I quedara disminuida en.el valor f
de esta variable, mientras que la retribucion de la region II quedara aumentada en dicho valor.
Cada una de las regiones determina la inversion en funcion de su ratio de ahorro, pero.ambas
coinciden en su pretension de obtener un valor maximo para sus consumos. De esta manera
planteamos el juego diferencial en horizonte finito entre ambas comunidades autonomas que
resolvemos en‘el contexto de una solucién no cooperativa. ,

Dentro de este mma detemundnte para a resoluc10n del mismo la mformaclon que:
poseen los jugadores. ;Qué es lo que ue éstos M’LL&: estructura de
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' informacion puede ser de varios tipos, pero en este trabajo nosotros supondremos que el jugador
en cada instante recuerda umcamente el estado m1c1al es dec1r la informacion esta estructurada .
en ciclo abierto. y ‘
Cuando planteamos para nuestro juego la busqueda de la solucién de Nash, asumimos dos
hipotesis fundamentales: cada uno de los jugadores conoce la estructura del modelo que describe
la situacion conflictiva y el funcional objetivo del otro jugador, es decir, la informacién es
simétrica entre los dos jugadores. La simetria de la mfonnac:on hace posible que los Jugadores
tomen sus decisiones sunultaneamentc \

2.- ELMODELO

Consideraremos un modelo bisectorial para una econoima nacional. El producto total es
la suma de los productos ¥, e Y, de las regiones Iy II respectlvamente Y, =uK,; ¥, = nk,
donde X, y K, sonlos stocks de capital en cada una de las regiones y p, 7 constantes\pc‘)sitiv'as.

Para cada region una porcion de la renta se ahorra, de manera que si llamamos s,, s, a
~los ratios de ahorro correspondientes a cada uno de las regiones, el ahorro total de la economia. .
podria expresarse como Y, + 5,Y, . No obstante supondremos que existe la posibilidad de
transferir porciones de renta de una region a otra canalizadas a través de una variable x(¢) . Si-
suponemos que ¢l sector cuya productividad margirial es mas grande, es el que esta obligado a
hacer la cesién, y consideramos que es por ejemplo Ia region I obtenemos determinadas
acotacxones ‘para la variable x(t) O<x(t)s ﬁ,uK 1, 0<B<1.

Cada una de las regiones puede fijar el valor de su ratxo de ahorro alo largo de un
horizonte temporal finito [0,T] pero el sector mas deprimido, en este caso-la region II , tiene
- ademas la capacidad para establecer el valor de la redistribucion x(1) .

Bajo los supuestos establecidos, el consumo mstantaneo de las regiones [ y Il puede -
expresarse de la sxguxente forma: )

C10 = [1-50] [4K,) - 30]
parala regionly | |
Co) = [1-,0] [KA) + x(0)]
para la region 1L | |

' """\'“‘*ta&ﬁmciqnes C(t)y ,CZ(’) cumplen las siguientes condiciones:

1
_a_c_'(_t)_>o, 5CY >0, i=12.

kK, = ok,

siendo la variacion instanténea de! stock de capital para las regiones I y II respectivamente,
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i) =50 (1K) -x(0], Ki0) =K}'> 0
Kz(t) =5y [ nkaf®) + x()], K(0) = KZ"> 0

En la planificacion del penodo {0,T] el objetivo de cada una de los sectores consxderados
es la eleccion de cursos temporales para las variables de control s,(8) , s,(1) , x(t) que
proporcionen un consumo maximo durante todo el horizonte temporal. Los problemas planteados
entonces pueden formularse en los siguientes términos:

mix c,(t)dt

0z 5, sl [4
sa Ki) =0 (K0 -x0], K0 -K}>0
By = 5,0 [nK0) + x(0], K0) =K>0

para la regionl, y

max — [TCar L
0s sy)si 0 PR
0< x(W< Buk,(®

sa Ry0)=s) [uK,(0) - x0], K(®) -K}>0
Bo0) = s, [nKoA) + x®], KA0) =K;>0
para la region II. B ‘

En adelante, con el fin de simplificar la notacion, prescmdlremos de exphcntar la-
dependencna de las variables con respecto al tiempo. ,

* 3.- ESTRATEGIAS DE NASH EN CICLO ABIERTO.

‘ Planteado el modelo como un Juego "diferencial bipersonal, pretendemos obtener la
solucion del mismo dentro de un contexto no cooperativo. Determinaremos las estrategias para
ambos jugadores con una estructura de informacion en ciclo abierto, es decir, considerando

. Unicamente la dependencia de dichas estrategias con respecto al tiempo, dado el estado inicial.
Bajo estas hipdtesis, ambos jugadores resolvéran simultaneamente sus problemas dando respuesta
" Optima a Ia estrategia escogida por el otro Jugador

Si denotamos simplemente porI'y Il a las regiones I y 11 respectivamenie, el hamiltoniano
. y la lagrangiana correspondiente al jugador I puede expresarse como:;

H{(K,K 29 '/’hsl) =(I- SI)(PKJ x) + (0151(/‘K -x) + '/’lsz(ﬂKz x)

L(K.K, ¢, WIrsl'al'wﬁlv o Ba @), ¥is) + afl - 51) tas,

el
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~ Mediante las condiciones necesarias del Principio del Maximo obtenemos que los valores
admisibles para la variable de control s, del jugador 1y las condiciones que garantizan su
existencia pueden ser expresadas Gnica y exclusivamente en funcion de la variable de coestado
asociada a la evolucién dinamica de K, de la siguiente forma: '

0 si @<l

s, =101) si ¢=I
1 si @2l -

- Las variables de coestado q))_ i, satisfacen las cor’respon‘d’iehtes ecuaciones diferenciales:
= H -5 tes] , ofT) =0
‘l’ ="752'/’1 , 'm(T)’: 0

pero el comportamiento dela varlable t/J, COmo veremos resulta irrelevante para la obtencion 'y
el desarrollo de las estrategxas oOptimas.,

Para el jugador II; de acuerdo con el problema plameado las ﬁmclones H ¥ L,, tienen
la s1gunente expresion: :

HyK.K, @, '/’zszvx) = (1-5,)(nK, + x) + ‘l’zsl(/‘Kl x) + '/’zgz(ﬂKz + x)
ZII(KI'KZ' @, '/’z,sz,bpbz.cja C:) - Hy(K K, O ¥555%) T byl -5) + by, + cl(ﬂ/‘Kl x) +ex

En este caso la variable de control ,s, tor_nara los siguientes valores:

0 si gl o
=30D si Y1 '
1 si ¢221 '

y el valor de la redistribucion dependera de las tasa de ahorro utilizadas en funcién de las
siguientes condiciones:

0 siI- s(lY)- @550
(0.BpK) si 1- s(1-§)- (p,g,=0
Buk, si 1- sz‘(l—lll})— @,85,20
Las variables de coestado asocxadas a las restricciones del capital para este problema
deben cumphr las ecuaciones:

e

2 = (1 -B s+ Bl -5+ s,0)] . @) =0
b, =S ), () =0
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‘

- Para los ratios de ahorro s,, 5, solo pueden darse los valores cero o uno en todo el
horizonte temporal ya que para cualquier otro valor de s; 0 s, debe cumplirse ¢,=/ o ¢,=/
sin embargo en ninguno de estos casos la ecuacion diferencial correspondlente a la variable de
coestado es nula, siendo (p ;= ~# #0 cuando s,€(0,1) o Y,=-n=0 para 5,6(0,1) . La
variable de redistribucion podra tomar cualquier valor cuando los jugadores utilizan los maximos
valores permitidos para la tasa de ahorro. En los demas casos, es la decision de consumir o
ahorrar del primer jugador la que condiciona el valor de la redistribucion de la 51gu1ente forma.
Si éste solo consume, x tomara el valor mas alto x = ﬂpK al margen de la politica de consumo
o inversion adoptada por el jugador II, pero si las decisiones sobre la inversion son opuestas para
ambos jugadores y s, = / la variable x puede tomar los va]ores 0 o pukK ,‘.

Las condiciones exlgldas a las variables de coestado en el momento terrmnal son’ ,(T)=
=y¢(T) =@T) = y¢,(T) =0, por lo tanto, de acuerdo con las condiciones establecidas, la tinica
politica terminal sera s,= 0, 5,= 0, x= fuK,, que se mantendré durante un intervalo .17].

v
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En el instante ¢, los jugadores solamente podran modificar su ratio de ahorro pasando
de s5,=0 a s,=1 ode s5,=0 a s,= I enfuncion de la relacion que exista entre los valores de
ot) y wAft) . Asi,si @t) > yit) sera el jugador I el que modifique el valor-de su control,
permanéciendo s, en s,= 0. Silarelacibnentre ¢,1,) y w,(t,) es la‘opuesta, el jugador IT-
pasara en #; autilizar s,= I .(Graficos 1y 2 ). Por ultimo si los valores de ¢,(t) y ¢,(1)
coinciden, ambos jugadores camblaran de politica respecto a la inversion en el instante .

Durante el intervalo final (7,,7] los Jugadores utilizan para sus controles los valores 5;=0
5,=0, x=fuK, , por lo tanto las ecuaciones diferenciales que deben satisfacer las variables de

coestado ¢, y ¢, son (p =-uy IIJ =-7. Resolwendo estas ecuaciones con la condicion
terminal ¢,(7)= 1/1,(T) =0 obtenemos

¢1(n) uT-1) -
#ift) = n(T-1) |

Evidentemente, bajé la hipotesis u > 1, solo puede darse la situacion descrita en el Grafico 1.
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Es el jugador I el que modifica el valor de su variable de control en el momento ¢, , pasando de
5;,=0 a. 5,= 1, politica que se mantiene desde el instante inicial.

La condicién ¢,(7)) = I nos permite establecer la expresion del momento ?, :
y-1-1
. ; H
Los capitales K, y K, durante este intervalo pérmanecen constantes en el valor alcanzado
en el instante 1,, K,(t) = K,(t), K,() =Ky (t) ‘WE‘(I, Iy representa la maxima cuantia de
capital para las reglones IyIL ‘ '

. El JugadorII que utiliza durante el intervalo (7,,2,/ los valores s,= 0 x= ﬂ,uK, para sus
controles, modificara uno u otro o ambos simultineamente dependlendo del comportamiento de
las vanables de coestado ¢,, ;Ifz en este intervalo.

_ Grafico3

En el periodo '(1,,#,] las ecuaciones diferenciales que deben satnsfacer las variables ¢,
y ¥, sonlas siguientes:

2 =#l(1-Be,+ p]
v L} 27 7'7
siendo @,(t) = y 1) =n(T-1). Si enelinstante 1, el jugador I modifica su politica de
redistribucion pasando de x = 0 a x = fuK, siendo @ut,) > ¢,(t,) , las variables ¢, y ¢,

evolucionaran segun el Grafico 3. En este caso, desde @,(t,) = / e intrgrando la correspondnente _
ecuacion diferencial desde ¢, hasta ¢, , podemos expresar el momento /, :

_7- ;{1. ~in[B(2-p)]}

pero ) = n(T~1) < 1 s decit L {1-Infp2-B]} < 1.
K | ‘,
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Si suponemos que esta condicion'se cumple; podemos éstablecer la existencia de otro

periodo (7;,t,] en €l que el jugador II utiliza las politicas s, = 0, x = 0 y sera precisamente en
1, donde este jugador cambia de $;=0 a s,=1.La amplitud de este intervalo puede
determinarse integrando la ecuacion 1]12 =-n desde t, hasta t, con las condlclones YAt)=1,

¥ult;)= U(Ttﬁ ‘
t2-13—2{-— - — [1-1nﬂ(2 ﬁ)]} ‘ <

. Por lo tanto la estratgia optlma cuando los parametros del modelo venﬁcan la relacion , ‘
w> 77[ 1-In /?(2-ﬂ) ] se ajusta al s:gulente esquema:

0 I ‘ tzf‘ ; SR T

5,=1 5,=1 x=0 '~s,=1 5,=0 x=0  5,=1 5,=0 x=fuK, 5,=0 s2¥0 x=puk,
siendo 1, = T- 1. t,=T- i{z;ln[p(Z-p)]} ;1= T- 2, i/[/- np2-p)j .
o B n oK ,
La evolucién del capital de acuerdo con esta estrategia tiene lugar de la siguiente forma:

K=K em /bte-‘[O,tJ k
K@= Klb eﬂ(l-ﬂ)ifﬂﬂt; bt e(tz,t, ] |
K =K(t) ea.1]
para laregionly , ‘
KA)=KS e wefor)
KA = Kot) viet, ] |

para la region II. |

e
2
£ 13 T .
=
x
R

2 ; 1
- Grafico 4 .
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Si suponemos que el jugador II en el momento f, ‘modifica los valores de sus dos
variables de control, pasando de 5, =0 x = BuK, a s,=1 x = 0, se debe verificar la relacion
@A) =yAt) = 1. En este caso las condiciones de admisibilidad de los controles requieren que
el comportamiento de las variables de coestado se ajuste al representado en el Grafico 4 . La

“condicion @,(1,) =y,(t,) supone que los parametros verifiquen la siguiente relacion: '

u=n(l-np(2-p)]

El horizonte temporal queda dividido en tres subintervalos, cdnﬁmdie‘ndose los momentos de
cambio £, y 1, . El desarrollo de la estrategia 6ptima es el siguiente: ‘

0 : 1=t A ‘ T

P

s;=1 s,=1 x=0 ' s;=1 5,20 x=puK, 5,~0 5,0 x=puk, ',
siendo #,=T- iv; t,=T- i
|

El capital crece para la region I durante el primer subintervalo, siendo K,(1) = K. ,0 eM
btef0,t,] y permanece constante en el valor alcanzado en ¢, hasta la conclusion del periodo de
- planificacién. Para la region II, el crecimiento del capital se prolonga hasta el instante ¢, siendo -
K=K 20 e™ btef0,,] y apartir de entonces permanece constante. ‘

Griéfico §

Por dltimo, si suponemos que y,()>1 , por las condiciones establecidas para la
admisibilidad de los controles, llegamos a que debe existir un instante 7'e (1, ,1)) en el que
YoAt)=1'y @)t} <y,(t) como requieren dichas condiciones. En este caso el valor de ¥, en
el momento ' nos indica el cambio de politica para la variable s, y la relacion @,(t,) =y, (1)
el paso de x=puK, a x = 0 . Las variables de coestado se comportan segin lo establecido en
el Gréfico 5 y la planificacion del horizonte temporal, que estaria dividido en cuatro subintervalos,
se haria de acuerdo con la siguiente estrategia: : a
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o Lo r 4 T

s;=1 s,=1 x=0 sj{=1 sy=1 x=puK, s,=1 5,0 x=puK, 5,=0 5,=0 x=puK,

Integrando las ecuaciones '4' =-7, (pz = -,u[(l -p) e, + ] en (7, 1] con las

~ condiciones 'ﬁz(f: )=n(T-t), 1/1,(t) =ly (p,(t,) =ff , obtenemos Ia expresion de yel valor de
?2(1’) . : :

t'= T- i
, n

' B st Bt L

%(t) TTp qe- B T L

Para determinar t, debemos resolver la ecuacion diferencial (p , =-¢{(1-p) (p2+ By,
siendo (1) = €™ conocidos los valores de @,(t) y ¢,(t,) . La solucion de esta ecuacion y
por tanto la expresion del momento de cambio , dependen de la relac1on que exista entre los
valores de ,u(l -0y n, de manera que si-u(l-p)=1n:

* S 1.1
: _ (=-=) .
12=T-l._ I + 2 p en"l H
n np n

~ En otro caso, podemos. despejar el valor de t, dela siguiente expresiéh:

e L4 B g B)ludl- B) - nje? + ne

Lpa-p- v,
p-B) -n (1 B

Cuando los jugadores siguen esta estrategia optlma los ‘capitales evolucionan de forma
similar a la descrita en las soluciones anteriores:

K@ =K e® wtefo)
DK@ =KD "R e, 1)
K@ =K@) we, ,;T]
para la region L'y -
K@) =K e wefor]

K' | nt-1y Pu | K [ BBt n(t-1) 1_" :
kg = e e e ke B

e" Y K1) + BuK, )t t)] | - siopdd- B)=n
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Ve, ,t']
KAy =KA1) wtett',T]
para la region 1.
Ambos capitales crecen en un primer petiodo para luego permanecer constantes a partir
de un determinado instante que en esta caso es ¢, para K; y t' para K,
4.- CONCLUSIONES
Obtenidas las estrategias de equilibrio de Nash del juego diferencial planteado, podemos -
observar la fuerte dependencia que tienen las decisiones de los jugadores respecto a los valores
de los parametros del modelo. La condicion impuesta a las constantes # y 7, # >7 determina

completamente la actuacion del primer jugador.Este, que unicamente puede planificar su politica
de inversién en el horizonte temporal fijado /0,77 , para cualquiera de los casos estudiados

‘establece un periodo inicial en el que utiliza la-maxima tasa de ahorro permitida, y a partir de un

instante. ¢, unicamente consume hasta la conclusion del periodo de planificacion.

~ El segundo jugador, que controla ademis de su ratio de ahorro, la politica de
redistribucion, establece. las politicas a seguir para cualquiera de sus variables de control
Unicamente durante el periodo en que el primer jugador invierte toda su renta. La actuacion de
este jugador esta siempre sujeta al cumplimiento de determinadas condiciones para los parametros
del modelo. : ‘

En este sentido, se obtienen tres estructuras diferentes para la estrategia de equilibrio. En. -
el primer caso, la decision de consumir toda su renta, tras un periodo inicial en el que se utiliza
¢l valor maximo para el ratio de ahorro, no modifica la politica de ptescindir de la redistribucion
que se ha seguido desde el comienzo del hiorizonte temporal. Posteriormente, el jugador 11

~ considera el valor maximo de la redistribucion y mantiene estos valores para sus controles hasta '

-

el final del periodo. La segunda estructura obtenida para la estrategia de equilibrio supone la
existencia de un dnico momento de cambio en el que el segundo jugador modifica
simultaneamente los valores de sus controles. Estos, en un periodo inicial responden a la decision
de prescindir de la redistribucién e invertir toda la renta y en el segundo periodo se adopta una
politica contraria, exigiendo el valor mas alto de la redistribucion y dedicando toda la renta al
consumo. En el Gltimo caso, el cambio de politica respecto a la redistribucion, pasando de x=0
a x=puk, , es anterior a que se modifique la‘politica de inversion, de s,=1 a s5,=0.

En cualquiera de los tres casos expuestos cuando el Jugador I decide consumir
exclusivamente, el jugador II ya viene manteniendo esta politica desde alguno de los momentos
de cambio anteriores. Lo mismo sucede con la variable de redistribucién, el valor x= BukK, es
adoptado por el jugador Il antes de . que el jugador I modlﬁque su politica sobre la inversion,

La evolucion de los capitales K, y K, es similar én todas las' estrateglas dbtenidas: Un

primer periodo en que hay un crecimiento mas fuerte, coincidiendo con las politicas iniciales de

ambos Jugadores s;=1,s,=1,x=0. A continuacion un periodo de crecimiento mas suave debldo
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a la decision del jugador II de consumir o de considerar un valor no nulo para la redistribucion.
El crecimiento de los capitales sera ain mas débil durante el periodo en que ambas politicas se
utilicen a la vez. Por dltimo, un periodo en el que los capitales permanecen constantes. En
cualquiera de los casos, tanto la descripcion de los periodos de crecimiento como los instantes de
tiempo en que las tendencias descritas se desarrollan, quedan establecidos en funcion de los
parametros del modelo. : , )
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